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Введение 

 

Я учусь в 11 классе, и сейчас для меня актуальной задаче является успешная 

сдача выпускных экзаменов. К экзамену по математике мне помогает готовиться 

сайт «Решу ЕГЭ». И, когда я перешла к решению заданий С3, мне было не совсем 

понятно, что за замены и на основании чего авторы их делают. При чем, эти 

замены намного упрощают решение большинства неравенств. 

В известном пособии Корянова А.Г. я нашла ответ на свой вопрос, и 

познакомилась с методом рационализации неравенств, известным в 

математической литературе под другими названиями (метод декомпозиции – 

Моденов В.П., метод замены множителей – Голубев В.И.). Но к сожалению, я не 

нашла ответа на простой вопрос: «А когда удобно применять метод 

рационализации? Не теряется ли при этом точность вычислений?». 

Объект исследование: неравенства при решении задания С3 в ЕГЭ. 

Предмет исследования: решение неравенств методом рационализации. 

Цель исследования: изучение метода рационализации при решении 

неравенств. 

Задачи исследования: 

1. Изучить и доказать теоремы, позволяющие рационализировать 

выражения. 

2. Рассмотреть неравенства различного вида, выбрать какие из них 

рациональнее решать методом рационализации. 

3. Создать алгоритм решения неравенств методом рационализации. 

4. Создать базу задач, решенных методом рационализации. 

5. Познакомить одноклассников с данным методом. 

Гипотеза:  Метод рационализации целесообразнее применять при решении 

логарифмических и показательных неравенств, а так же при решении неравенств с 

модулем. 
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1.Теоретическая часть 

1.1 Метод рационализации 

 

Метод рационализации заключается в замене сложного выражения F(x) на более 

простое выражение G(x), при которой неравенство G(x)0 равносильно 

неравенству F(x) 0 в области определения F(x) [1].  

Существует несколько выражений F и соответствующие им 

рационализирующие  G, где k, g, h, p, q – выражения с переменной х (h>0; h≠1; 

f>0, k>0), a – фиксированное число (а>0, a≠1). Такие замены представлены в 

таблице 1. 

 

Таблица 1 

№ Выражение F Выражение G 

1 

1а 

1б 

            

        

      

(a-1)(f-k) 

(a-1)(f-a) 

(a-1)(f-1) 

2 

2а 

2б 

            

        

      

(h-1)(f-k) 

(h-1)(f-h) 

(h-1)(f-1) 

3             

(k≠1, f≠1) 

(f-1)(k-1)(h-1)(k-f) 

4 

4а 
      (   ) 

     

(h-1)(f-k) 

(h-1)f 

5       
(f>0; k>0) 

(f-k)h 

6 |f| - |k| (f-k)(f+k) 

 

Из данных выражений можно вывести некоторые следствия ( с учетом 

области определения): 

 

             (   )(   )(   )(   )  

              (    )(   )   

√  √   0       0 

     

     
     

   

   
    

        (   )(     
       

 )   
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В указанных равносильных переходах символ    заменяет один из знаков 

неравенств: >, <, ≤, ≥. 

 

Доказательства полученных выражений 

1. Пусть            , т.е.            , причем a>0; a≠1; f>0; k>0 (*). 

Если 0<a<1, то по свойству убывающей логарифмической функции имеем f<k. 

Значит, выполняется система неравенств 

{
     
     

 

откуда следует неравенство (   )(   )   , верное на области определения 

выражения               . 

Если a>1, то f>k. Следовательно, имеет место неравенство (   )(   )   . 

Обратно, если выполняется неравенство (   )(   )    на области (*), то оно 

на этой области равносильно совокупности двух систем неравенств 

{
     
     

                   и                  {
     
     

 

Из каждой системы следует неравенство 

                             >0. 

Аналогично рассматриваются неравенства вида F<0, F≥0, F≤0. 

a) Пусть                     причем               ( ) 

Заменим                                  

Если  0<а<1, то по свойству убывающей логарифмической функции- f<a. Значит 

выполняется система неравенств 

{
     
     

 

Откуда следует неравенство 

(   )(   )    верное на области определения выражения            

Если а>1, то f>  . Следовательно, (   )(   )   . 

 

б) Пусть         причем                

Заменим данное неравенство на            . 

Если  0<а<1, то a-1<0, f-1<0. Отсюда следует неравенство (   )(   )    

Если а>1, то a-1>0, f-1>0, откуда следует то же неравенство. 
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2. Пусть некоторое число а>0, a≠1,  тогда 

           = 
     

     
 
     

     
 
           

     
 

Знак последнего выражения совпадает со знаком выражения 

(   )(   )

(   )(   )
     (   )(   ) 

А) Пусть некоторое число а>0, a≠1,  тогда 

                    
     

     
 
     

     
=
           

     
 

(   )(   )

(   )(   )
 или 

(   )(   ) 

Б)                   
     

     
 
     

     
=
           

     
 
(   )(   )

(   )(   )
 или 

(   )(   ) 

3. Так  как  

             
     

      
                        

      (       ), 

 

То, используя замены 2а и 2б, получаем, что знак последнего выражения 

совпадает со знаком выражения  (   )(   )(   )(   ) 
 

4. Из неравенства         следует      . Пусть число а>1, тогда 

     
       

      (   )        . Отсюда с учетом замены 1б и 

условия а>1 получаем 

(   )(   )(   )    (   )(   ) 

Аналогично доказываются неравенства F<0, F≤0, F≥0. 

 

a)                                                     . Пусть 

некоторое число а>1, тогда      
       

  . Откуда следует, что 

                             

Применив замену 1б, получаем   (   )(   )   ,   (   )    

 

5. Дано неравенство         Пусть а>1, тогда 
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 (             )    

Используя замену 1, получаем    (   )(   )       (   )     

Аналогично доказываются неравенства F<0, F≤0, F≥0. 

 

6. Так как неравенство | |  | |                       , то         

(   )(   )   . 

  



8 
 

2.Практическая часть 

 

Мною были рассмотрены следующие виды неравенств: рациональные, 

иррациональные, логарифмические, показательные, логарифмические по 

переменному основанию, неравенства с модулем. 

И при решении сразу стало понятно, что при решении рациональных и 

иррациональных неравенств, метод рационализации практически не используется, 

так как гораздо удобнее произвести решение методом интервалов. Метод 

рационализации в неравенствах такого типа можно использовать, если 

неравенство содержит разность корней одинаковой степени и разность выражений 

одинаковой степени, например, при неравенствах такого вида: 

. 

Метод рационализации упрощает «жизнь» при решении логарифмических 

неравенств, содержащих переменное основание, хотя встречаются такие 

неравенства,  например (1), когда удобнее перейти к одному основанию и 

использовать свойства логарифмов. 

                         (1) 
А вот при решении неравенства (2) рациональнее использовать формулу 1б   

из таблицы, то есть использовать метод рационализации,  

  0134log 2

2

 xxx   (2) 

тогда неравенство (2) примет гораздо «удобный» вид (3): 

  011341
2

2 







 xx

х
 (3). 

При этом, данный метод позволит избежать рассмотрения совокупности двух 

систем неравенств, с учетом основания, когда оно будет больше 0 или находиться 

в пределах от 0 до 1. То есть,  следующей совокупности: 





































.1134

,1
2

.1134

,1
2

0

2

2

хх

х

хх

х

 

В такой совокупности вероятность допустить ошибку увеличивается, так как 

вычислений, в  отличие от полученного методом рационализации неравенства 

гораздо больше. 

Так же, при решении показательных неравенств,  удобно использовать 

исследуемый метод. Например (4): 

√ х + 1    √х3  4х2 + х + 5  0; 
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                                                                      (4) 

 

 

 

 

Неравенства с модулем так же встречаются внутри логарифмических 

неравенств, где тоже возможно использовать метод не только к логарифму, но и к 

модулю. 

Алгоритм решения неравенств методом рационализации: 

1. Найти область допустимых значений (ОДЗ). 

2. Представить неравенство в таком виде, чтобы справа от знака 

неравенства стоял 0, а слева разность выражений. 

3. Записать, что с учетом ОДЗ, используется метод 

рационализации, чтобы проверяющему работу человеку было понятно, 

какое преобразование сделано. 

4. Рационализировать неравенство по одной из формул в таблице. 

 

  

,0)2(

,0)2)(0(

,0)33)(77(

,0)93)(17(

,0)17(9)17(3

,0937973

,0937921

20















xx

xx

xx

xx

xxx

xxxx

xxx
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Заключение 

 

В ходе исследования я изучила метод рационализации и сделала вывод, что 

метод рационализации облегчает решение неравенств различного вида, и его 

всегда можно использовать при решении логарифмических неравенств с 

переменным основанием, что позволит сделать неравенство проще и снизит 

вероятность допустить ошибки. 

Таким образом, гипотеза подтвердилась. 

 

 

 

Список используемой литературы: 

 

1. Прокофьев, А.А.,  Корянов, А.Г.  Математика ЕГЭ 2011, 2013 Системы 

неравенств с одной переменной. 

2. Сайт «Решу ЕГЭ». URL: решуегэ.рф   

3. Математика подготовка к ЕГЭ – 2014. Под редакцией Лысенко Ф.Ф., 

Кулабухова С.Ю. 
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Приложение 1. Решение неравенств, встречающихся в С3. 
 

 

Пример 1. Решите неравенство             (
 

 
   )     

Данное неравенство можно решить 2 способами: используя метод рационализации 

и по свойствам логарифмов, тот, по которому нас учат наши школьные учебники. 

Для обоих способов необходимо найти ОДЗ. 

Найдем ОДЗ 

 

 

 

 

ОДЗ:  







;11;

3

2


 

1 способ. Метод рационализации. 

Чтобы применить метод рационализации представим исходное неравенство в виде 

    (
 

 
   )  (  )    

    (
 

 
   )       

    , тогда 

Используя метод рационализации, с учетом ОДЗ получим: 

(   ) (
 

 
    

 

 
)    

(   ) (
        

  
)     

  (   )(        )           (:2) 

  (   )(        )    

  (   )(        )    



























































.
3

2

,1

,0

.1
2

3

,1

,0

.01
2

3

,1

,0

x

x

x

x

x

x

x

x

x
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                                       D=4-4∙3(-2)=4+24=28 

                                      х    
  √  

 
 
   √ 

 
 
 (  √ )

 
 
  √ 

 
  

Исходное неравенство можно представить в виде:  

 (   ) (  
  √ 

 
) (  

  √ 

 
)    (:3) 

 (   ) (  
  √ 

 
)(  

  √ 

 
)    

Т.к. четных степеней множителей нет, то знаки будут чередоваться при решении 

полученного неравенства 

   

 

 

 

С учетом ОДЗ получим решение неравенства: 

 

 

Ответ:  


 








 ;

3

71
1;

3

2
x  

2 способ.  Так как основание логарифма выражение, содержащее переменную, то 

при его решении следует рассмотреть  совокупность двух систем неравенств: 

 

////////

////////

////////

////////

////////

////////

////////

/////// 

////////

////////

////////

////////

////////

////////

////////

/////// 

0 1 

+ 

- 
+ 

- + ///////////////////////////////////////////

//////////////////// 

+ 

2 

3 

 

////

////

////

////

////

////

////

////

////

////

////

////

////

////

////

/// 

///////////////////////////////////////////////////////////

//// 
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 

 




































 














 

























 














 








































































.0
3

71

3

71

,10

.0
3

71

3

71

,1

.0223

,10

.0223

,1

.0
2

223

,10

.0
2

223

,1

2

2

2

2

xxx

x

xxx

x

xxx

x

xxx

x

x

xx

x

x

xx

x

 






























 

 

Решение совокупности:  

  













;

3

71
1;0   

С  учетом ОДЗ решение примет вид: 

 




















;

3

71
1;

2

3
  

 

  









































































































.
1

1
2

3

,10

.
1

1
2

3

,1

.1
log1

2

3
log

,10

.log1
2

3
log

,1

1

x
x

x

x
x

x

x
x

x

xx

x

xx

xx
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Пример 2. Решите неравенство          

      х(х  )    

ОДЗ:  

 7-3х>0                     -3х>-7 х<
 

 
 

7-3х≠1                  -3х≠-6            х≠2 

х+6>0                         х>-6  х>-6 

 

ОДЗ:  (-6;2) U (2;2
 

 
)  

1 способ. Метод рационализации. 

Используя метод рационализации, с учетом ОДЗ перейдем к неравенству: 

(7-3х-1)(х+6-1)≤0 

(-3х+6)(х+5) ≤0 

(-3х+6)(х+5)=0 

х=2         х=-5 

С учетом ОДЗ получим решение неравенства       (-6;-5]U(2;2
 

 
) 

2 способ.  Так как основание логарифма выражение, содержащее переменную, то 

при его решении следует рассмотреть  совокупность двух систем неравенств: 

  7-3х>1,     

       х(х  )        х  .                        

0<7-3х<1, 

      х(х  )        х  .                          

 

-3х>-6    х < 2 х<2 

 х+6≤1          х    -5 х≤-5              

-7<-3х<-6 
 

 
>х>2 2<х<2

 

 
 

 х+6≥1 х≥-5 х≥-5 
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Решение совокупности систем неравенств    (-∞;-5]U(2;2
 

 
). 

С учетом ОДЗ получим решение исходного неравенства  (-6;-5]U(2;2
 

 
) 

 

Пример 3. Решите неравенство:         
    

Найдем ОДЗ:  

                                                                           

                                              

              

ОДЗ:   ( 
 

 
   ) (    ) (    ) 

С учетом ОДЗ, используя метод рационализации, перейдем к равносильному 

неравенству  

        
    

        
      

(      )(   (    ))                            

  (   )(       )    

 (   )(       )    

Решение неравенства   ( ∞   )  (    ) 

  

 

 

 

 

С учетом ОДЗ решение примет вид (-1,5; -1) U (-1; 0) U (0;3) 

 

 

х 

3 х 
///////////////////////////////////////////////////////////////////// 

-1 

//////////////////////////////////////////////////////////////

/ 
0 -1,5 

-1 
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Пример 4. Решите неравенство:     (4 
   )      (  

  4   ) 

Преобразуем неравенство 

    (4 
   )      (  

  4   )    

ОДЗ:  

4                            (      ), 

    4                    (      )  ( 
 

 
    ) . 

ОДЗ:           (      )  ( 
 

 
    ) .                                               

С учетом ОДЗ, используя метод рационализации, перейдем к равносильному 

неравенству  

(   )(4     (    4   ))    

 (   4 )       

 

 

 

 

 

Решение неравенства  [0; 4]. 

 

 

Пример 5. Решите неравенство: 

 
.0

62

24 2






хх

хх

 

С учетом ОДЗ, используя метод рационализации, перейдем к равносильному 

неравенству  

/////////

/////////

/////////

/////////

/////////

/////////

///////// 

/////////////////////////

/////////////////////////

///////////// 

////////////////////////////////////////////////

/////////////// 
-1 -1/3 

0 4 

х 

х 
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         
         

0
8282

2424 22






хххх

хххх
 

  
 

0
6210

26 22






х

хххх
 

  
 

0
6210

26 22






х

хххх
 

  
 
   .3;12;

,0
3

12








х

х

хх

 


