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Введение 

 

Уравнения с модулями часто можно встретить в различных конкурсных 

заданиях. Но при этом в школьном курсе математики заданий на эту тему не 

так много. Так же не освещаются в школьных учебниках и методы решения 

уравнений с модулями.  

Кроме того, сложности при решении уравнений, содержащих 

переменную под знаком модуля, возникают из-за отсутствия четко 

сформулированных правил. 

В своей работе я постараюсь последовательно описать алгоритм решения 

линейных уравнений, содержащих неизвестную под знаком модуля и 

рассмотреть конкретные примеры с подробным алгоритмом решения. 

Объект исследования:  линейные уравнения с модулем. 

Предмет исследования: методы решения линейных уравнений с 

модулем. 

Цель исследования:  познакомиться с различными методами решения 

уравнений с модулями. 

Задачи исследования: 

1.Рассмотреть различные методы решения линейных уравнений с 

модулем. 

2. Разработать банк заданий по теме «Уравнения с модулями», а так же 

прописать алгоритмы  по решению данных уравнений.  

3. Записать видео инструкции для учащихся по теме Решение линейных 

уравнений содержащих знак модуля. 

Практическая значимость: записанная видео инструкция и 

разработанный банк заданий помогут учителям математики на дополнительных 

занятиях по математике, а так же учащихся для самостоятельного изучения 

данной темы. 

  



Модуль числа. Определения, обозначение и свойства 
 

Обозначение. Модуль числа a  записывают как | |, то есть, слева и справа 

от числа ставят вертикальные черточки, образующие знак модуля. 

Определения. 

1. Модулем рационального числа называют расстояние от начала отсчёта 

до точки координатной прямой, соответствующей этому числу. 

2. Модуль числа a – это либо само число a, если a – положительное число, 

либо число −a, противоположное числу a, если a – отрицательное число, либо 0, 

если a=0. 
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Свойства модуля. 

1. Модуль числа не может быть отрицательным числом. В буквенном 

виде это свойство имеет запись вида 0а   для любого числа a.  

2. Модуль числа равен нулю тогда и только тогда, когда это число 

есть нуль.  

3. Противоположные числа имеют равные модули, то есть, аа 

 для любого числа a.  

4. Модуль произведения двух чисел равен произведению модулей 

этих чисел, то есть, bаbа  .  

5. Модуль частного от деления a на b равен частному от деления 

модуля числа a на модуль числа b, то есть, 
b

a

b

a
 .  

6. Для любых действительных чисел a, b и c справедливо неравенство

bccаbа  .  



7. Для любых действительных чисел a и b справедливо неравенство

bаbа  . Модуль суммы двух чисел не превосходит сумму модулей этих 

чисел.  

Методы решения линейных уравнений с модулем 
 

Существует несколько способов решения уравнений с модулем. 

Рассмотрим подробнее каждый из них. 

Метод последовательного раскрытия модуля 

Метод основывается на определении модуля. Данным способом решается 

несколько видов уравнений. Рассмотрим каждый из них. 

1 вид уравнений. Уравнения вида axf )( , где а- действительное 

число, f(x) – выражение зависящее от х.  

  Тогда алгоритм решения будет выглядеть следующим образом: 
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Рассмотрим уравнения, решаемые данным методом.

 

Пример 1. Решим уравнение |х-5|=4. 

Так как 4>0, то 45 х , то есть  
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Ответ: 1; 9 

Пример 2. |х-5|=0. 

Так как 0=0, то 05 х , то есть 5х                                         

Ответ: 5. 

Пример 3.  |х-5|=-4. 

Так как -4< 0, то уравнение не имеет корней.                                       

Ответ: корней нет. 



Этим же способом решаются уравнения, содержащие «модуль в модуле». 

Рассмотрим на примере. 

Пример 4. Решим уравнение ||2х-1|-4|=6. 

Так как 6 > 0, то уравнение можно переписать в виде   6412 х , то 

есть 
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Полученные уравнения опять же решаем, последовательно раскрывая 

модуль: 
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Ответ: 5,5;  -4,5 

Данным способом можно решить следующие уравнения: 

1. ||х|+3|=3; 

 2. |11х-7|= -3; 

3. ||х-3|-х+1|=6.  

4. |2,5х-11|= -2; 

5. |х-3|=7; ,04.10
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2 вид уравнений. Уравнения вида )()( xgxf  , где f(x) и g(x) – 

выражение, зависящее от х.  

  Тогда решение будет выглядеть следующим образом: 

0)(,),()(  xgчтоусловииприxgхf

 



Рассмотрим уравнения, решаемые данным методом.

 

Пример 5. Решим уравнение |2x – 1| = 5x – 10.  

Данное уравнение будет иметь корни, если 5x – 10 ≥ 0.  

ОДЗ: 5x – 10 ≥ 0 

Решим уравнение, а затем подставим корни в данное неравенство. 
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Сделаем проверку на соответствие условию ОДЗ: 5x – 10 ≥ 0.  
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Ответ: 3. 

Данным способом можно решить следующие уравнения: 

1. | 1 - 2х | = х; 

2. 2х-1=|4-х|; 

3. х-2|х- 1 | = 0; 

4. 5|2х + 2|-х + 2 = 0; 

5. х + |3х+ 1 | = 4 + 2,5х; 

6. 3|2х+1| = 7х + 2; 

7. х-2 = 5|х+1 |; 

8. |х|-3=2х + 4; 

9. 12 -| х | = 5 + Зх. 

10. |2-х|=2х+1. 

3 вид уравнений. Уравнения вида )()( xgxf  , где f(x) и g(x) – 

выражение, зависящее от х.  

  Тогда решение будет выглядеть так: )()( xgхf   

Рассмотрим уравнения, решаемые данным методом.

 

Пример 6. Решим уравнение |x+1|=|2x-1|  
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Данным способом можно решить следующие уравнения: 



1. 2|х-7| = |х + 9|, 

2. 4| х + 3 | = | 2х - 1 |, 

3. | х-2| = 3|х + 3|, 

4. |х+2|=|3-х|, 

5. | 3х-1| = |2х + 3|, 

6. |х+3|=|х-5|, 

7. |2x+3|=|2x−7|, 

8. |0,5х+11|=|4-3х|, 

9. |1,7-0,3m|=|2+1,7m|, 

10. |15(y+2)-30|=|12y|, 

11. 5|2х-4|=2|5х-10|, 

12. |4-6х|=|1-6х|, 

13. |5х+3(х-1) |=|6х+11|, 

14. 
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Метод интервалов 

Метод интервалов – это метод разбиения числовой прямой на 

промежутки, в которых по определению модуля знак абсолютной величины 

можно будет снять. Для каждого из промежутков необходимо решить 

уравнение и сделать вывод относительно получившихся корней. Корни, 

удовлетворяющие промежуткам, и дадут окончательный ответ. 

Алгоритм решения следующий: 

1)Найти значения переменной, при которых каждый из модулей обращается в 

нуль 

2) Отметьте полученные значения на координатном луче. 

 

 

 

3) Решите исходное уравнение на каждом из интервалов, предварительно 

определив знак подмодульного выражения. Учитывая знак, раскройте модули. 

  

Чтобы определить знак каждого из выражений под модулем на этом 

промежутке, достаточно взять любое значение x  из этого промежутка и 

подставить в каждое подмодульное выражение. Если полученное значение 

отрицательно, значит, перед данным модулем ставим знак «-»; если полученное 

числовое значение положительно, значит, это выражение расскрываем со 

знаком «+». 



4) Проверьте, принадлежат ли найденные корни указанным промежуткам. 

5) Запишите ответ. 

Рассмотрим уравнения, решаемые данным методом. 

Пример 7. Решим уравнение 9.|=82||3||2|  xxx  

Это уравнение содержит более одного модуля. 

1. Нахадим значения переменной, при которых каждый из модулей 

обращается в нуль: 0=2x , 2=1x ;         0=3x , 3=2x ;         0=82 x , 4=3x . 

2. Отметим  эти точки на числовой прямой. 

3. Рассматриваем уравнение на каждом из промежутков и устанавливаем 

знак выражений, которые находятся под модулями. 

1) При 2x  или ;2](x . Чтобы определить знак каждого из выражений 

под модулем на этом промежутке, достаточно взять любое значение x  из этого 

промежутка и подставить в выражение.  

Возьмем значение 0=x  из промежутка ;2](  и подставим его значение в 

выражение 2x , получаем 0<2=20  , значит на этом промежутке 2x  

отрицательно, а следовательно ``выйдет'' из под модуля со знаком ``минус'', 

получим: 2)(  x . 

При этом же значении x =0, выражение 3x  получит значение 0<3=30 

, значит, оно на промежутке ;2](  также принимает отрицательные значения и 

``выйдет'' из модуля со знаком ``минус'', получим: 3)(  x . 

Выражение 82 x , при х=0, получит значение 0<8=802   и «выйдет» из 

под модуля со знаком ``минус'': 8)(2  x . 

Уравнение на этом промежутке получится таким: 

9=8)(23)(2)(  xxx , решая его, находим: 1=x . 

Выясняем, входит ли это значение в промежуток ;2]( . Оказывается 

входит, значит 1=x  является корнем уравнения. 

2) При (2;3]x . Выбираем любое значение x  из этого промежутка. Пусть 

2,5=x . Определяем знак каждого из выражений под модулем при этом 



значении x . Оказывается, что выражение 2x  положительно, а два других 

отрицательны. 

Уравнение на этом промежутке примет вид: 9=8)(23)(2  xxx . Решая 

его, находим 0=x . Это значение не входит в промежуток (2;3] , а значит, не 

является корнем уравнения. 

3) При (3;4]x . Выбираем произвольное значение x  из этого промежутка, 

скажем, 3,5  и подставляем в каждое из выражений. Находим, что выражения 

2x  и 3x  положительны, а 82 x  - отрицательно. Получим следующее 

уравнение: 9=8)(232  xxx . 

После преобразования, получим: 9=3 , а значит, уравнение не имеет 

корней на этом промежутке. 

4) При )(4;x . Нетрудно установить, что все выражения на этом 

промежутке положительны, а значит получим уравнение: 9=8232  xxx , 

22=4x , 5,5=x  которое входит в промежуток и является корнем уравнения. 

Ответ. 1=x , 5,5=x . 

Рассмотрим еще один пример с другим вариантов оформления решения. 

Пример 8.  Решите уравнение |x-4|+|x-5|=1 

x-4=0    x-5=0 

x=4        x=5 

                          4                                      5 

при х=2            при х= 4,5                   при х=10 

х-4=2-4=-2   (-)       х-4=4,5-4=0,5   (+)      х-4=10-4=6 (+) 

х-5=2-5=-3   (-)       х-5=4,5-5=-0,5   (-)      х-5=10-5=5   (+) 

 

-(х-4)-(х-5)=1 (х-4)-(х-5)=1                     (х-4)+(х-5)=1 

-х+4-х+5=1 х-4-х+5=1                            х-4+х-5=1 

-х-х=-4-5+1 х-х=4-5+1                           х+х=4+5+1 

-2х=-8 0=0                            2х=10 

  х=4                     х – любое число из                х=5 

                             промежутка 4 до 5                             



   Ответ: х от 4 до 5. 

Данным способом можно решить следующие уравнения: 

1. |х-4|+|х-5|=1, 

2. |х|-|х-1|=1, 

3. |х-6|+|х-8|=2, 

4. |х-0,5|-|х-4,5|=4. 

5. |14-х|+|х+1|=7; 

6. |х|-|х+2|=2; 

7. |х-1|-2|х+3|+х+7=0. 

8. |х-2|+|2х-7|=3. 

9. |х|+|х+4|=х-1; 

10. |х+3|+|х-1|=7; 

11. |х-2|+|х-1|=1; 

12. |х|-|х-8|=2; 

13. |х-1|-2|х+4|+х+11=0; 

14. |х-3|+|х-4|=1; 

15. |х-7|-|х-9|=2.  

16. 2| 4 - х | + | х - 2 | = 7, 

17. 3|х + 5| + |х-1 | = 2,  

18. |2х+1 |-|х + 4| = -3, 

19.| х - 2 | + 2| х + 1 | = 4,

  

 

Графический метод 

Суть данного метода заключается в использовании графиков функций 

для нахождения корней уравнения.  

Пример 9. |х+1|=2. Построим графики функций у=|х+1| и у=2. 

       Для построения графика у=|х+1|, 

построим график функции у=х+1, а 

затем отразим часть прямой, 

лежащую ниже оси ОХ. Абсциссы 

точек пересечения графиков и есть 

корни уравнения: х1=1, х2= -3.  

Ответ: 1; -3.  

Этот метод реже  других применяют для решения уравнений, содержащих 

модуль, так как, во-первых, он занимает достаточно много времени и не всегда 

рационален, а, во-вторых, результаты, полученные при построении графиков, 

не всегда являются точными. 

Использование геометрической интерпретации модуля 

Геометрический смысл модуля разности величин – это расстояние между 

ними. Например, геометрический смысл выражения |х-а| - длина отрезка 



координатной оси, соединяющей точки с абсциссами а и х. Перевод 

алгебраической задачи на геометрический язык часто позволяет избежать 

громоздких решений. 

Пример 10. |х-2|+|х-3|=1. 

Исходя из геометрической интерпретации модуля, левая часть уравнения 

представляет собой сумму расстояний от некоторой точки с абсциссой х до 

двух фиксированных точек с абсциссами 2 и 3. Тогда очевидно, что все точки с 

абсциссами, принадлежащими отрезку [2;3] обладают требуемым свойством, а 

точки, расположенные вне этого отрезка – нет. Отсюда, множеством решений 

уравнения является отрезок [2;3]. 

Ответ: [2;3]. 

Пример 11. |х-2|-|х-3|=1. 

Рассуждая аналогично, получим, что разность расстояний до точек с 

абсциссами 2 и 3 равна 1 только для точек, расположенных на координатной 

оси правее числа 3. Следовательно, решением данного уравнения будет 

являться луч, выходящий из точки 3, и направленный в положительном 

направлении оси ОХ. 

Ответ: [3;+∞). 

Обобщением вышеприведенных уравнений 10 и 11 являются следующие 

равносильные переходы:  

 

 

  

|х-а|+|х-в|=в-а, где в ≥ а  а ≤ х ≤ в 

|х-а|-|х-в|=в-а, где в ≥ а  х ≥ в 



Результаты 
 

Проанализировав представленные способы решения уравнений, 

содержащих модуль, можно сделать вывод, что ни один из них не является 

универсальным и для получения наилучших результатов необходимо овладеть 

большим количеством методов решения, оставляя право выбора решения за 

собой. 

При выполнении проектно-исследовательской работы сформировались 

навыки применения методов решения линейных уравнений при решении 

разнообразных задач различной сложности. 

Создан банк задач по отработке навыков решения уравнений с модулем 

различными методами, а так же записана видео инструкция по теме «Решение 

линейных уравнений с модулем различными методами». 
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Выпишите уравнения, которые решаются с использованием 

геометрической интерпретации модуля. Решите эти уравнения. 

1)  (5х-4)
2
=(2х-1)

2
; 

4 способ. Метод решения при помощи зависимостей между 

числами а и в, их модулями и квадратами этих чисел. 

Пример 9. (1-3х)
2
=(х-2)

2
. 

Учитывая соотношение (2), получаем: |1-3х|=|х-2|, откуда из 

соотношения  (1), имеем:  

1-3х=х-2          или          1-3х= -х+2 

х=0,75                               х= -0,5. 

Ответ: 0,75; -0,5. 

5) (2х-3)
2
=(3,5х-1)

2
; 

 

(2х+3)
2
=(х-1)

2
. 

2)  

 

 


